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要!为了提高无网格方法对空间导数的数值计算能力"提出并论证了新的适用于直角坐标系$柱坐

标系和球坐标系的空间导数无网格算法!基于数值解与理论解的对比分析"对数值误差和收敛性进行了后验

评估!评估结果表明#该算法对函数和导数的估计均为
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阶精度"支撑域尺度对数值误差的大小有一定影响"
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对函数及其空间导数的近似计算是无网格数

值方法求解偏微分方程的技术关键&
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!该项技

术主要关心计算格式的相容性$稳定性和收敛性"

可结合程序验证)

@24<\<1/>/@?6/29

%过程来完成其

可信性评估!程序验证的主要目的是检验数值算

法及其对应的程序代码的正确性!由于数值计算
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期 马智博等#无网格方法关于导数计算的程序验证

所涉及的数学模型通常比较复杂"基于数学理论

的先验)
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1/21/

%分析方法通常会遇到较大困难"

因而常借助数值解与高可信度参照解的对比信

息"采用后验)
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%分析方法完成数值模

拟的程序验证&
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!在已有的基于核估计思想的

无网格算法研究中"所涉及的导数计算大多局限

于直角坐标系或比较简单的导数形式"其后验评

估一般也基于定性或半定量的对比分析&
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无网格方法的应用范围在不断拓展"所面对

的实体模型可能具有不同的对称特性"数值计算

需要能够面对不同的坐标系类型!对涉及流体$

固体和传热传质等复杂过程的数值模拟"需要具

有梯度$散度$旋度等
'

阶空间导数以及拉普拉斯

算符和耗散项等
"

阶空间导数的数值计算能力!

在数值模拟可信度评估方面"

]m]

)验证与确认%

技术的不断发展"也为基于定性分析和定量分析

的综合评估提供了越来越多的技术支持"其中对

收敛精度等级的量化评估已成为收敛性分析的重

要技术内容&
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对函数及其导数的无网格数值计算"在工程

应用上有
!

个方面的期望#其一是相容$收敛且具

有所需的精度等级*其二是能够适应不同的坐标

系*其三是简捷高效且容易编程!
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%方法基于核估计思想构造数值逼近

格式"该格式结构简单且与被逼近的函数形式无

关"有利于快速求解包含多个未知量的微分方程
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等根据支撑域内近邻粒子的体积和位

置信息"对
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的核函数进行了校正"提出了
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法"提高了边界点或内点的核估计精度&
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!用核

函数的
'

阶导数对未知
'

阶导数进行近似估计

时"一般可以给出比较好的逼近精度"但如果把核

函数的
"

阶导数直接用于估计未知的
"

阶导数"

无论采用
*ZT

还是
JVZ+

的核函数"逼近精度

都明显下降&
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对任意函数的
"

阶导数"
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借鉴有

限差分的思想"提出了精度较高的基于核函数
'

阶导数的近似逼近方法"并给出了直角坐标系下

针对拉普拉斯算符的核估计算法&
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!基于类似

思想"
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和
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等在传热和黏性流

的模拟中给出了直角坐标系下包括耗散项等
"

阶

导数的核估计算法&
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!为了拓展无网格方法对

包含多种物质类型的复杂物理过程的模拟能力"

本文作者马智博提出了名为
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%的无网格方法"并借用核估

计的数值逼近方法"阐述了该方法的设计思想和

数值格式!其中对常用的
'

阶和
"

阶导数形式提

出了简捷高效且同时适应于直角坐标系$柱面坐

标系和球面坐标系的无网格算法"并基于这些新

的算法发展了适合多物理复杂过程的无网格数值

模拟 软 件
TGOW
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本文首先对
TGOW

软件中的导数计算格式

进行理论推导"然后用后验分析的方法对格式的

相容性$收敛性以及收敛的精度等级进行评估!

基于任意给定的函数类型"通过数值解与精确解

的一致性以及误差范数随离散尺度按幂方规律递

减的观测结果"以定性和半定量的方式评估数值

格式的收敛性"然后基于误差范数"对数值格式的

精度等级进行定量评估"并在结论中给出程序验

证的评估结果!
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函数及其空间导数的无网格近似

ABA

!

无网格计算格式

无网格方法通过支撑域内离散单元的函数信

息来估计某个空间位置上的函数及其导数!在计

算数学和应用物理等领域中"常用的导数一般不

高于
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阶"它们的无网格近似估计可统一表示为

函数本身
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%也适用于矢量形式的函数
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"其右端项的输入信息均为散布于空间上

的函数值!离散单元
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的支撑域内共含
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个离

散单元"
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为该支撑域内离散单元的编号!矢量
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中"以保证对函数和导数的近似计算满足预期需

求!本文涉及到的原函数和导数类型分别有标量
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针对以上函数及导数形式"马智博在
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中提出了如下计算格式
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计算格式的推导
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想是通过分部积分和高斯公式"再结合核函数在

支撑域内的紧致性"将对目标函数的导数计算转
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对实际问题进行数值模拟时"能够通过选择

恰当的坐标系以避免对柱坐标下
&

!

以及球坐标

下
&

"

和
&
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的导数计算!因此"本文将基于柱坐标

下
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'

"

&

"

方向以及球坐标下
&

!

方向的导数形式"

对式)

E

%

"

式)
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%关于柱坐标和球坐标下的数值格

式进行理论推导!
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考虑到柱坐标下关于
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的导数计算与直角坐标系相同"且不涉及关于
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考虑到球坐标下不涉及关于
&

"

和
&
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的导数

计算"可根据式)

"&

%$式)

"F

%和式)

"I

%进一步得到

式)

E

%

"

式)

I

%中对应于球坐标系的具体表达式!

C

!

收敛性分析方法

由于对函数及其导数的近似估计勿需迭代计

算和时间推进求解"计算过程没有不稳定问题"因

而数值格式的相容性和收敛性在这里是等价的"

收敛性分析成为本文程序验证的主要内容!

数值格式的收敛指的是离散方程的精确解能

够随离散尺度趋零而逼近于数学模型的精确解!

本文涉及的算法并未包含对微分方程的完整求解

过程"故将数值格式的收敛理解为数值格式的精

确解能够随离散尺度趋零而逼近对应的数学模型

精确解!

令
!

泛指离散尺度"

1

!

表示数值格式的精确

解"

1

.

表示数学模型的精确解"则离散误差
!

!

为

!

!

0
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!

3
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)

!$

%

!!

数值格式的收敛可表示为

A/;

!

$

$

!

!

0

$

)

!'

%

!!

本文的数值格式不涉及迭代计算"舍入误差

也可忽略不计!因此"将按照数值格式和数学模

型得到的计算结果分别视作
1

!

和
1

.

"并简称为

数值解和精确解!

由文献&

#

'"数值解可基于收敛极限进行泰勒
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对收敛的数值格式"
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!当收敛精度

等级为
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时"低于
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阶的误差项为零"则有
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针对粗离散尺度 )
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%和细离散尺度
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%"令尺度比为
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)

!#

%
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则可由式)

!!

%得到收敛精度等级的后验估

计为

G

E

(
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!

#

!

(

!

) %

!

(

A9

#

)

!-

%

!!

设
-

为计算域内目标函数或导数的最大绝

对值"本文通过误差范数
!

!

和相对误差 /

!

!

e

!

!

(

-

来评估误差大小和精度等级!如计算域

有
)

个离散单元"则
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!!

在渐近收敛区内"用
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代替
!
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并略去高阶

项"可由式)

!!

%得到近似线性关系
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!

(
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F

E

A

E

A9!

)

!E

%

!!

用误差范数代替上式中的离散误差"则得到

收敛精度等级的一般表达式
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!!

只有当离散尺度小到一定程度而使数值计算

进入离散尺度的渐近收敛区"式)
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%右端主要展

开项不发生正负号的改变时"基于式)

!E
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$IF'

JA
SP



!

第
F

期 马智博等#无网格方法关于导数计算的程序验证

)

!F

%的分析结果才有可能是合理的!

收敛性分析可依次采用以下
!

条技术途径#

'

%选取不同函数形式和适当离散尺度"通过

数值解与精确解的一致性来检验算法的正确性!

"

%在充分小的离散尺度下"通过
A9

!

!

和

A9!

之间的线性关系来判断计算格式的收敛性!

!

%基于渐近收敛区内两个离散尺度下的误

差范数和尺度比获取格式收敛的精度等级!

进行程序验证时"需要尝试多种函数形式"这

样才能获得充足证据来说明数值算法和程序代码

的正确性!因篇幅所限"本文只列出特定函数的

量化分析结果!
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一维模型的程序验证
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一维模型的原函数及计算参数

对一维模型"所选的原函数如式)
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在一维情

况下的第
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个分量!

本文采用核估计无网格方法"对核函数施用

最低阶的校正函数"即校正阶
H
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e$

!数值计算

的离散尺度
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和
!

#

分别对应微元线总

数为
-$

"

'$$

"

"$$

和
#$$

的离散方案"

I

'

"

I

"

"

I

!

和
I

#

为对应的支撑域尺度!一维模型采用较小

的支撑域尺度因子
.

eI

7

(

!

7

e'c$

"

7e'

"

#

"支

撑域内仅有左$右两个近邻微元线!计算参数

如表
'

所示!

!BC

!

一维模型的一致性评估

图
'

"

图
!

为基于所选原函数且对应
!e!

'

和表
'

中其他计算参数的数值计算结果!通过任

意原函数的数值试验表明"在适当离散尺度下"一

维模型的数值解与精确解均能表现出很好的一

致性!

!B!

!

一维模型的收敛性评估

收敛性评估包含两项基本内容#其一是评价

数值格式是否收敛*其二是评估收敛的精度等级!

数值计算的离散尺度不可能为零"但当离散尺度

小到一定程度而使数值计算处于渐近收敛区时"

误差范数和离散尺度的对数将呈现式)

!E

%所示的

线性关系"可据此判断计算格式的收敛性"并通过

式)

!F

%量化数值收敛的精度等级!

从图
#

可以看到"一维模型的误差范数和离

散尺度在对数坐标中近似呈线性关系!表
"

列出

了误差范数
!

!

和收敛精度等级G

E

的量化结果"

其中G

E

的计算信息来自
!

!e$c$$-

"

!

!e$c$$"-

以及

#

e"

!

表
A

!

一维模型的计算参数

F)?*-A

!

H%7

/

&8)84%(

/

)')7-8-'.%+%(-;347-(.4%()*7%3-*

H

@ .

!

'

!

"

!

!

!

#

I

'

I

"

I

!

I

#

$ 'c$ $c$" $c$' $c$$- $c$$"-

.

!

'

.

!

"

.

!

!

.

!

#

'IF'
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图
'

!

直角坐标系下一维模型的数值计算结果
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图
"

!

柱面坐标系下一维模型的数值计算结果
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0
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图
!

!

球面坐标系下一维模型的数值计算结果

./

0

)!

!

X8;<1/@?A1<58A652>29<C4/;<95/29?A;24<AD/6:5

3
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图
#

!

一维模型误差范数与离散尺度的关系

./

0

)#

!

J<A?6/295:/

3

7<6D<<9<1121921;5?944/5@1<6/H?6/295@?A<52>29<C4/;<95/29?A;24<A

表
C

!

一维模型的误差范数和收敛精度等级

F)?*-C

!

5''%'(%'7.)(30%(:-'

9

-(0-)00&')0

>

%'3-'.%+%(-;347-(.4%()*7%3-*

计算对象 坐标系
!

!e$c$"

!

!e$c$'

!

!e$c$$-

!

!e$c$$"-

/!

!e$c$'

(

(

G

E

6

直角
IcI"-g'$

b#

"c#I!g'$

b#

&c"!#g'$

b-

'c--Ig'$

b-

$c$"- 'cIII-#

柱面
IcI"-g'$

b#

"c#I!g'$

b#

&c"!#g'$

b-

'c--Ig'$

b-

$c$"- 'cIII-#

球面
IcI"-g'$

b#

"c#I!g'$

b#

&c"!#g'$

b-

'c--Ig'$

b-

$c$"- 'cIII-#

!IF'
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续表

计算对象 坐标系
!

!e$c$"

!

!e$c$'

!

!e$c$$-

!

!e$c$$"-

/!

!e$c$'

(

(

G

E

0

6

直角
#c!IFg'$

b"

'c'$!g'$

b"

"cE-Ig'$

b!

&cI$$g'$

b#

$c$'I 'cIII#F

柱面
-c--'g'$

b"

'c#"#g'$

b"

!c&#&g'$

b!

Ic!"Fg'$

b#

$c$"- 'cI&&&E

球面
EcF--g'$

b"

"c$EEg'$

b"

-c#&Ig'$

b!

'c#!-g'$

b!

$c$!F 'cI!$"!

!

.

"

直角
'c$I'g'$

b"

"cE"Fg'$

b!

&cF"'g'$

b#

'cE$-g'$

b#

$c$#& "c$$$"'

柱面
'c#"-g'$

b"

!c-&Eg'$

b!

FcI'Ig'$

b#

"c"!$g'$

b#

$c$-- 'cIIIF#

球面
'cIF-g'$

b"

#cI#$g'$

b!

'c"!'g'$

b!

!c$E"g'$

b#

$c$E$ "c$$"-F

!

.

+

!) %

,

直角
"c$E- $)-"'" $)'!$#

!c"&"g'$

b"

$c!-I 'cIII'"

柱面
"c"F& $)-F#F $)'#I"

!cEI#g'$

b"

$c!EE 'cIE-#&

球面
"cF$& $)E#F" $)'IEF

-c'IIg'$

b"

$c#!F 'cI"EE!

#

!

二维模型的程序验证

#BA

!

二维模型的原函数及计算参数

二维模型选择式)

#!

%

"

式)

#E

%所示的原函

数"坐标变量的取值范围为
$

&

&

'

&

'c$

"

$

&

&

"

&

$c-

!数值计算涉及直角和柱面两种坐标系"计算

参数如表
!

!

6

)

&

'

"

&

"

%

0

@25

)

"

/

&

'

%

5/9

)

&

/

&

"

% )

#!

%

+

)

&

'

"

&

"

%

0

5/9

&

#

/

)

&

'

A

&

"

%' )

##

%

,

)

&

'

"

&

"

%

0

@25

)

"

/

&

'

&

"

% )

#-

%

5

'

)

&

'

"

&

"

%

0

5/9

)

"

/

&

'

%

@25

)

"

/

&

"

% )

#&

%

5

"

)

&

'

"

&

"

%

0

@25

)

"

/

&

'

%

5/9

)

&

/

&

"

% )

#E

%

式中
5

'

)

&

'

"

&

"

%和
5

"

)

&

'

"

&

"

%表示矢量函数
"

)

&

'

"

&

"

"

&

!

%在二维情况下的前两个分量!

#BC

!

二维模型的一致性评估

图
-

"

图
&

为基于所选原函数且对应
!e!

'

和表
!

中其他计算参数的数值计算结果!在二维

情况下"借助等值线的逼近程度来表示数值解与

精确解的一致性!通过任意原函数的数值试验表

明"在适当离散尺度下"二维模型的数值解与精确

解均能表现出很好的一致性!

#B!

!

二维模型的收敛性评估

从图
E

可以看到"二维模型的误差范数和离

散尺度在对数坐标中近似呈线性关系!表
#

列出

了误差范数
!

!

和收敛精度等级G

E

的量化结果"

其中G

E

的计算信息来自
!

!e$c$$&E

"

!

!e$c$$-

以及

#

e'c!#

!

表
!

!

二维模型的计算参数

F)?*-!

!

H%7

/

&8)84%(

/

)')7-8-'.%+82%;347-(.4%()*7%3-*

H

@ .

!

'

!

"

!

!

!

#

I

'

I

"

I

!

I

#

$ 'c- $c$" $c$' $c$$&E $c$$-

.

!

'

.

!

"

.

!

!

.

!

#
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图
-

!

直角坐标系下二维模型的数值计算结果

./

0
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!
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图
&

!

柱面坐标系下二维模型的数值计算结果

./

0

)&

!
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=
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图
E

!

二维模型误差范数与离散尺度的关系

./

0

)E

!
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表
#

!

二维模型的误差范数和收敛精度等级

F)?*-#

!

5''%'(%'7.)(30%(:-'

9

-(0-)00&')0

>

%'3-'.%+

82%;347-(.4%()*7%3-*.

计算对象 坐标系
!

!e$c$"

!

!e$c$'

!

!e$c$$&E

!

!e$c$$-

/

!

!e$c$'

(

(

G

E

6

直角
"c"!#g'$

b"

-cEI"g'$

b!

"c-!Ig'$

b!

'c#"Fg'$

b!

$c-IE "c$$$#-

柱面
"c"!#g'$

b"

-cEI"g'$

b!

"c-!Ig'$

b!

'c#"Fg'$

b!

$c-IE "c$$$#-

0

6

直角
Fc''! 'c'&I $)#!F- $)"#!F $c"I& "c$#$#I

柱面
Ic#&' 'c!&# $)-''& $)"FI! $c!'# 'cIF'&-

!

.

"

直角
$)#F"I $)'"I&

-cI!!g'$

b"

!c!#$g'$

b"

$c-'& 'cIIE""

柱面
$)-"FF $)'-!E

&c'F#g'$

b"

!c#I#g'$

b"

$c#FI 'cIF#E"

!

g

& '

"

&

!

直角
$)'-F'

"cI"Ig'$

b"

'c"$!g'$

b"

&cE&-g'$

b!

$c"!! "c$$$IE

柱面
$)'-F'

"cI"Ig'$

b"

'c"$!g'$

b"

&cE&-g'$

b!

$c"!! "c$$$IE

!

.)

+

!

,

%

直角
'cFI" $)!&#I $)'&!F

Ic'"'g'$

b"

$c!&I "c$!-'I

柱面
"c'!E $)&#&I $)"I!I $)'&&# $c&-$ 'cIEE-'

D

!

三维模型的程序验证

DBA

!

三维模型的原函数及计算参数

三维模型选择式)

#F

%

"

式)

-!

%的原函数"坐

标变量的取值范围为
$

&

&

'

&

'c$

"

$

&

&

"

&

'c$

"

$

&

&

!

&

'c$

!数值计算仅涉及直角坐标系"计算

参数如表
-

"其中有两个支撑域尺度因子!

6

)

&

'

"

&

"

"

&

!

%

0

5/9

)

"

/

&

'

&

"

&

!

% )

#F

%

+

)

&

'

"

&

"

"

&

!

%

0

5/9

&

"

/

)

&

'

A

&

"

A

&

!

%' )

#I

%

,

)

&

'

"

&

"

"

&

!

%

0

5/9

)

"

/

&

'

&

"

&

!

% )

-$

%

5

'

)

&

'

"

&

"

"

&

!

%

0

5/9

&

"

/

)

&

'

A

&

"

%' )

-'

%

5

"

)

&

'

"

&

"

"

&

!

%

0

5/9

&

"

/

)

&

"

A

&

!

%' )

-"

%

5

!

)

&

'

"

&

"

"

&

!

%

0

5/9

&

"

/

)

&

!

A

&

'

%' )

-!

%

其中
5

'

)

&

'

"

&

"

"

&

!

%"

5

"

)

&

'

"

&

"

"

&

!

%和
5

!

)

&

'

"

&

"

"

&

!

%

表示矢量函数
"

)

&

'

"

&

"

"

&

!

%的
!

个分量!

DBC

!

三维模型的一致性评估

图
F

为基于所选原函数且对应
!e!

'

"

.

e

.

'

及表
-

中其他计算参数的数值计算和精确解对比

表
D

!

三维模型的计算参数

F)?*-D

!

H%7

/

&8)84%(

/

)')7-8-'.%+8='--;347-(.4%()*7%3-*

H

@

.

'

.

"

.

!

!

'

!

"

!

!

!

#

I

'

I

"

I

!

I

#

$ 'c- "c$ "c- $c$" $c$'"- $c$' $c$$F

1

!

'

1

!

"

1

!

!

1

!

#
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图
F

!

直角坐标系下三维模型的数值计算结果

./

0

)F

!

X8;<1/@?A1<58A652>6:1<<C4/;<95/29?A;24<AD/6:W?16<5/?9@2214/9?6<5

结果!通过任意原函数的数值试验表明"在适当

离散尺度下"三维模型的数值解与精确解均能表

现出很好的一致性!

DB!

!

三维模型的收敛性评估

从图
I

可以看到"三维模型的误差范数和离

散尺度在对数坐标中近似呈线性关系!表
&

列出
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图
I

!

三维模型误差范数与离散尺度的关系

./

0

)I

!

J<A?6/295:/

3

7<6D<<9<1121921;5?944/5@1<6/H?6/295@?A<52>6:1<<C4/;<95/29?A;24<A

表
I

!

三维模型的误差范数和收敛精度等级

F)?*-I

!

5''%'(%'7.)(30%(:-'

9

-(0-)00&')0

>

%'3-'.%+8='--;347-(.4%()*7%3-*

计算对象
. !!e$c$"

!

!e$c$'"-

!

!e$c$'

!

!e$c$$F

/!

!e$c$'

(

(

G

E

6

")$

')IIEg'$

b!

E)F$Ig'$

b#

#)IIIg'$

b#

!)"$$g'$

b#

$)$-$ ')III'$

")-

!)''Ig'$

b!

')""$g'$

b!

E)F'#g'$

b#

-)$$"g'$

b#

$)$EF ')III$E

0

6

")$

!)FFFg'$

b"

')-#"g'$

b"

')$$'g'$

b"

&)#F&g'$

b!

$)$'" ')I##&&

")-

-)E##g'$

b"

")#&Ig'$

b"

')-I!g'$

b"

')$"#g'$

b"

$)$'I ')IF$!-

)

!

6

%

7

")$

E)-F"g'$

b!

!)$#!g'$

b!

')II!g'$

b!

')"E&g'$

b!

$)$!" ')IIF!'

")-

I)F"#g'$

b!

!)!##g'$

b!

")'&Fg'$

b!

')!IFg'$

b!

$)$!- ')I&&"F

!

.

"

")$ $)''IE

#)E#Fg'$

b"

!)$E'g'$

b"

')I&&g'$

b"

$)'&! ')IIFE"

")- $)'E$!

-)F#"g'$

b"

!)"!!g'$

b"

")$EIg'$

b"

$)'E" ')IEF&-

)

!

g"

%

7

")$

E)&$#g'$

b"

!)$'#g'$

b"

')I-$g'$

b"

')"#Ig'$

b"

$)!'' ')II&#'

")-

F)-$"g'$

b"

!)!$Fg'$

b"

")$-!g'$

b"

')!"#g'$

b"

$)!"E ')I&-E-

!

.)

+

!

,

%

")$ $)-!&! $)"'!" $)'!E-

F)F$Ig'$

b"

$)'"E ')II-#"

")- $)EI"I $)"I&' $)'EFF $)''-- $)'&- ')I-F!E

了误差范数
!

!

和收敛精度等级G

E

的量化结果"

其中G

E

的计算信息来自
!

!e$c$'

"

!

!e$c$$F

以及

#

e'c"-

!

I

!

结
!

论

用无网格方法对函数及其导数进行近似估

计"其计算结果的可信性影响因素有
!

个#其一是

数值计算格式*其二是离散尺度*其三是支撑域尺

度因子!计算表明"针对任意的函数形式"程序均

能给出与原函数及其
'

"

"

阶导函数相一致的数值

结果"验证了计算格式和程序代码的正确性!在

不同坐标系和不同空间维数下"当离散尺度
!e

$c$'

时"对所选函数及其
'

阶导数和
"

阶导数数

值计算的相对误差均不大于
$c&-(

!根据不同

离散尺度下数值结果变化趋势的分析"得到了计

算格式具有
"

阶收敛精度的观测结果!数值试验

还发现"

JVZ+

校正函数的阶数以及支撑域尺度

因子
.

的取值对导数估计的误差大小有影响"但

不影响收敛的精度等级!对不同的函数形式和空

间维数"

.

有一个最佳的取值范围!较大的
.

可

提供较充分的函数分布信息"在离散尺度进一步

缩小时能更好地显示计算格式的收敛性!对一定

范围内的离散尺度"较小的
.

产生较小的误差"但

当离散尺度小到一定程度时"误差有可能不再依

照收敛阶呈规律性递减"出现收敛阻滞!本文的

计算格式仅采用了
JVZ+

方法的零阶校正函数"

FIF'
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SP
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第
F

期 马智博等#无网格方法关于导数计算的程序验证

由于该方法基于函数而非导数的相容性估计原则

来构造校正函数"当
.

较小时"支撑域内的近邻点

较少"对空间导数的近似估计有可能偏离严格相

容所需要的条件"从而导致收敛阻滞!通过改进

核函数梯度项的近似估计方法"可进一步提高收

敛的精度等级并消除收敛阻止现象!
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